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Аннотация. В докладе предлагаются оценки параметров авторегрессии, отличные 
от оценок наименьших квадратов. Оценки наименьших квадратов в неустойчивых 
(критических) случаях, т.е. когда корни характеристического уравнения лежат на единичной 
окружности, имеют, как правило, сложное предельное распределение. Предлагаемые же 
нестандартные оценки в большинстве критических случаев имеют более простое предельное 
распределение. 

Ключевые слова. Обыкновенная авторегрессии первого порядка, пространственная 
авторегрессии, авторегрессионной схемой p  го порядка, оценка параметров, оценка 

методом наименьших квадратов, нестандартный подход, стандартный винеровский 
процесс, предельные распределения. 

 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
В докладе предлагаются нестандартные подходы к построению оценок в 

различных моделях авторегрессии. Уравнения оценивания строятся с 
использованием рекуррентных связей, задающих исходный процесс, и в каждом 
из рассматриваемых случаев отдельно. Схожим способом можно строить и 
классические оценки наименьших квадратов, т.е. не опираясь на метод 
минимизации соответствующей суммы квадратов по исходным параметрам.  

Необходимость построения такого типа оценок связана с тем, что оценки 
наименьших квадратов в критических (неустойчивых) случаях имеют сложное 
предельное распределение, выражающееся, как правило, через функционалы от 
стандартного винеровского процесса. 

С точки зрения приложений именно критические случаи представляют 
значительный интерес. В связи с этим, например, в случае обыкновенной 
авторегрессии первого порядка, т.е. когда 1 ,t t tX X    было уделено большое 
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внимание вопросу табулирования сложного предельного распределения при 
1.   Если модели обыкновенной авторегрессии представляют большой интерес 

для экономистов [1-4], [13-17] и модели пространственной авторегрессии, т.е. 
когда , 1, , 1 ,t s t s t s t sX X X       представляют интерес в геологии, сельском 

хозяйстве, а также при обработке спутниковых изображений поверхности Земли 
с точки зрения прогноза аномальных явлений [5-8]. Следует также отметить, что 
модели пространственной авторегрессии начали интенсивно исследоваться лишь 
в последние десятилетия. Более подробную историю вопроса, в сравнении с 
приведенней здесь, по каждой из рассматриваемых моделей можно почерпнуть в 
соответствующих ссылках на литературные источники. 

 
ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ 

Рассматриваем следующие модели авторегрессии. 
Определение [10].  Авторегрессионной схемой p  го порядка (AR(p)) 

называется соотношение вида 

0
1

, 1,2,...
p

t i t i t
i

X X t  


        (1) 

где , 0,1,...,i i p   постоянные, а t  случайные величины называемые 
авторегрессионными шумами или просто шумами. 

В случае 0 0 0X    модель авторегрессии первого порядка примет вид 

1 , 1,2,...t t tX X t    ,                                        (2) 
где 1 2, ,...  независимые одинаково распределенные случайные величины 

(н.о.р.с.в.) с 2
1 1 00, 1,E E X    начальное состояние. 

Известная оценка параметра ,  полученная по n  наблюдениям методом 
наименьших квадратов имеет вид 

2
1 1

1 1

  
 

  n n

n t t t
t t

X X X .                                       (3) 

В работе [11] эта оценка приводится как коэффициент сериальной 
корреляции. 

Если  i  нормально распределены, то оценка (3) совпадает с оценкой 

максимального правдоподобия. 
Сложная структура оценки n


 затрудняет нахождение предельного 

распределения даже в случае нормально распределенных шумов  .i Известно 

[12[, [15], что  nn  
 имеет нормальное предельное распределение при 

 1, 1 ,    а для 1   предельное распределение является сложным и, более 

того, при 1   оно становится зависящим от распределения шумов  .i  

Например, при 1   имеет место утверждение [14-15] при n   
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   
1

2 2

0

1
1 (1) 1 ( ) ,

2nn w w t dt    


    (4) 

где ( )w t  стандартный винеровский процесс, а символ   означает слабую 
сходимость соответствующих распределений.  

В работе [16] была предложена другая, более простая по структуре, оценка 
параметра .  Простое суммирование (2) по t  от k  до n  приводит к следующей 
оценке  

,
1 1

... ...
.

... ...
k n k n

n k
k n k n

X X

X X X X

 
 

 

   
  

   
                          (5) 

Показано, что при  n  

   2
,

1 1
( ) 1 ( ) 1 ,

2
   


       

 n k c cP n c x arctg x  

где  
1 2

1 3(1 )
lim 1, ( ) (1 )(1 2 ) 3, .

2 1 2
 



         
c

n

k c
c c c c

n c
 

Если же 1,c   то 

  , 2

1 1
( ) 1 .

1

x

n kP k n k x du
u








   
  

Заметим, что в случае 1    какие-либо результаты отсутствуют. Принцип 
инвариантности, использованный при изучении оценки (3) в работе [15], при 

1    результата не даёт, а что касается оценки (5), то она в этом случае является 
несостоятельной, что нетрудно показать.  

Модели пространственной авторегрессии начали интенсивно 
исследоваться сравнительно недавно и еще не вошли в монографическую и 
учебную литературу. Некоторый обзор результатов мы дадим следуя работе [9]. 

Анализ пространственных моделей представляет интерес во многих 
областях, таких как география, геология, биология и сельское хозяйство. 
Дискуссию по этому поводу см. в работе [18]. Эти авторы рассматривали случай, 
так называемой, односторонней модели AR(p), имеющей форму 

1 2

, , , , 0,0
0 0

, 0.
p p

k l i j k i l j k l
i j

X X   
 

     

В  работе [9] рассматривается особый случай этой модели, а именно, когда 

1 2 0,1 1,01, :p p       , 1,1 0  , и получены специфические результаты об 

асимптотическом поведении оценки   в неустойчивом случае. В литературе 
очень немного результатов этого типа для пространственных моделей. С общей 
точки зрения, желательно иметь дело с моделями, где ,k lX  является линейной 

комбинацией всех соседей по решетки. В частности, было бы интересно 
рассмотреть обобщение модели S. Baran, когда 1,k lX   и , 1k lX   имеют различные 

веса   и   . Но даже в данной модели с    возникают сложные 
математические проблемы с достаточно нестандартными результатами [9].  
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В данной работе предлагается оценка более простой структуры и 
использующая только часть наблюдений, расположенных вдоль диагонали в 
прямоугольнике , .m nR  Такой подход с существенным сокращением числа 

наблюдений является актуальным в задачах геологии и некоторых других 
областях применения моделей пространственной авторегрессии. Более простая 
структура оценки позволяет также снизить моментные ограничения на шумы. 

 
РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ 

Модель обыкновенной одномерной авторегрессии первого порядка. 
Близкий к критическому случай 

В настоящем работе рассматривается модель авторегрессии первого 
порядка. Процесс (2) является устойчивым в случае, когда                                                                                    

1,   неустойчивым при 1   и относится к взрывному типу при 1.   

Заметим, что в случае ( ) 1n   при n  какие-либо результаты 
отсутствуют. В настоящей работе исследуется близкий к критическому  случай, 
когда ( ) 1n   при n  для частного вида оценки (5)  1k  . 

Построение оценки и её предельное поведение 
Уравнение оценивания составим путем суммирования соотношения (2) по 

t  от 1 до n   

1
1 1 1

n n n

t t t
t t t

X X 
  

     

или в сокращенном виде  

1 .n n nY Y E                                                 (6) 
Решая уравнение (6) без учёта ,nE  получим оценку  

,1
1

.n
n

n

Y

Y
 



  

Теперь из (6) найдем отклонение 
*
,1

1

.n
n

n

E

Y
 



                                              (7) 

Теперь заметим, из (2) имеем 

 1

1
t t tX X 

    

и следовательно  

 1

1
.n n nY Y E

                                               (8) 

Теорема 1. Если   1 2, ,...    н. о. р. с. в.   с      2
1 10, 1E E      и   0 0,X   

1. При n , когда 1 ,
c

n
    c     
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  
2

,1 2 2

1 1 1
,

22 1 1

   
  





 
    

  

x
c c

c n
c c

xdu
P n x arctg

u u
 

где      
22

3

1
2 3 4 ,

2

c c
c c e e

c
        

       2

1
1 .


  c

c
c

e c
c

 

2. Если ( ) 1 ,
n

c
n


   n  ,  n o n  , при n  имеет место 

соотношение 

  1
,1

2

2 n
nc

  


   , 

где  1 2,   нормальный случайный вектор с нулевым средним и 

ковариационной матрицей      

1
1

2 .1
1

2

 
 
 
 
 

 

3. Если ( ) 1 ,
n

c
n


   n  , 0

n

n


 , при n  имеет место 

утверждение 

  1
,1

2

2

3
n

n  


   , 

где  1 2,   нормальный случайный вектор с нулевым средним и 

ковариационной матрицей          

3
1

2 2 .
3

1
2 2

 
 
 
  
 

 

Модель пространственной авторегрессии первого порядка с одним 
параметром 

Далее рассматриваемый пространственный авторегрессионный процесс 

 , : ,k lX k l Z  определяется следующим образом 

 1, , 1 ,

,

, , 1,

0, .

k l k l k l

k l

X X если k l
X

осталныхслучаях

     
 


     (9) 

Эта модель устойчива (асимптотически стационарна), если 1 2   и 

неустойчива, если 1 2.   

Рассмотрим прямоугольник 

  2
, : , :1 1 .m nR k l N k m and l n       
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Оценка наименьших квадратов  ,ˆm n , основанная на наблюдениях 

  , ,: ,k l m nX k l R , минимизирует сумму квадратов 

  
  ,

2

, 1, , 1
, m n

k l k l k l
k l R

X X X  


   

и имеет вид 

 
 

 
 

,

,

1, , 1 ,
,

, 2
1, , 1

,

ˆ .m n

m n

k l k l k l
k l R

m n

k l k l
k l R

X X X

X X


 


 










 

Относительно асимптотического поведения этой оценки имеет место 
следующее утверждение. 

Теорема [9]. Пусть  , : ,k l k l N  независимые случайные величины с 

 4
,sup : , .k lE k l N     

Если  1 2,   то при  ,m n , 0m n const   

     1 2 2
,ˆ 0,D

m nmn N     , 

где        
2

2 1 22
, 0,

: 1 4 1
1 2 , 0.

если

если



 
 








   
 

 

Если 1 2,   то при  ,m n , 0,m n const    

     5 8 2
,ˆ 0,D

m nmn N    , 

где  
 

2
5 2

15
: .

32 2 3

 


  

Заметим, что  2 2
0

0
lim ,

 


   2 2

1 2
lim 0.

 


   

Далее предлагается оценка более простой структуры и использующая 
только часть наблюдений, расположенных вдоль диагонали в прямоугольнике 

, .m nR  Такой подход с существенным сокращением числа наблюдений является 

актуальным в задачах геологии и некоторых других областях применения 
моделей пространственной авторегрессии. Более простая структура оценки 
позволяет также снизить моментные ограничения на шумы. 

Пусть для простоты  .m n  Оценку будем строить основываясь на 
наблюдениях, расположенных вдоль диагонали квадрата 

 , , :1 , 1 .n n k lR X k n l n      В соответствии с (9) эти наблюдения 

удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению 
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 1, , 1 ,
,

( ) , 1,
0, .

k k k k k k
k k

X X если kX
в остальныхслучаях

                         (10) 

Суммируя (10) по k от 1 до n, получим уравнение оценивания  

 , 1, , 1 ,
1 1 1

.
n n n

k k k k k k k k
k k k

X X X  
  

      

      Разделив обе части полученного уравнения на коэффициент при ,  
получим 

, , ,   n n n n n nZ Y ,                                             (11) 

 где   , ,
1

,


 
n

n n k k
k

Z    , 1, , 1
1

, 


 
n

n n k k k k
k

Y X X     , , ,   n n n n n nY  - 

предлагаемая оценка параметра ,  а , ,
1

.


  
n

n n k k
k

X   

Для построенной оценки имеет место следующее утверждение. 
Теорема 2. Если  , : , 1i j i j   независимые одинаково распределенные 

случайные величины с  , 0i jE    и  2

, 1.i jE    

1. В критическом случае   1 2   , то при n  

 1 3 4 1
,

2

2 ,n nn sign
   


     

где  2 16
7 8 2 ,

15



   а 1  и 2 независимые случайные величины, 

имеющие стандартное нормальное распределение.   
2. Если   1 2  n c n ,  0c  , то при n   

  1 3 4
, 2

1

1

x

c n n
du

P n x
u

  


 



  
 , 

где 2 2 c c . 
Таким образом предложенные оценки имеют предельное распределение 

типа Коши, но моментные ограничения доведены до второго момента, в 
сравнении с теоремой [9], где требуется существование 4-го момента, но с 
нормальным предельном законом. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Для модели обыкновенной авторегрессии первого порядка 1k k kX X    
найдено предельное распределение нестандартных оценок параметра   в 
случаях 1 c n    и 1 c n    . 

Построенные оценки имеют, как правило, более простые предельные 
распределения в сравнении с традиционными оценками наименьших квадратов. 
При этом более простая структура предложенных оценок позволяет также при 
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этом снизить моментные ограничения на «шумы», задающими стохастическую 
структуру моделей. 
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